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5.5. 変形問題変形問題

１．飽和地盤の１．飽和地盤の変形変形問題において満足すべき関係問題において満足すべき関係
式式

22．解くべき微分方程式の境界値問題．解くべき微分方程式の境界値問題
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5.5.有限要素法による計算の実行有限要素法による計算の実行
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(     上において)

(     上において)

１．飽和地盤の変形問題において満足すべき関係式１．飽和地盤の変形問題において満足すべき関係式

質量保存則： 運動量保存則：
（連続の式） （力の釣合い式）

境界条件：

vS

tS

変位境界：

外力境界：

初期条件：

諸関係式：

( ) 0, 0i ix t x= =X

ひずみ速度～変位速度関係：

基本則：
0ji

j
x

σ∂
=

∂
常に満足

*s s
i iv v=

*
j ij in tσ =

( ) 0, 0ij ijtσ σ= =X

1
2

ss
ji

ij
j i

vv
x x

ε
⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

応力の対称性： ij jiσ σ=

応力分担式： ij ijσ σ ′= 構成関係： ij ijkl klDσ ε′ =
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22．解くべき微分方程式の境界値問題．解くべき微分方程式の境界値問題

が満足するように，初期条件・境界条件

1
2

ss
ji

ij
j i

vv
x x

ε
⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

の下で解け。

偏微分方程式

を、次の関係式

【飽和地盤の変形問題①】

0ij

j
x

σ∂
=

∂

ij ijkl klDσ ε′ =

( ) 0, 0i ix t x= =X ( ) 0, 0ij ijtσ σ= =X

(     上において)(     上において)
vS tS

*s s
i iv v= *

j ij in tσ =
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33．弱形定式化．弱形定式化

0ji s
iV j
dV

x

σ
η

∂
=

∂∫

*

t

s
si

ij i i
v Sj
σ dV t dS

x
η

η
∂

=
∂∫ ∫

* 0
t

s
s i

i i ji
S v j
t dS σ dV

x
η

η
∂

− =
∂∫ ∫

任意のベクトル関数

【飽和地盤の変形問題①】に対して，弱形式を誘導

0ji

j
x

σ∂
=

∂
偏微分方程式：

(     上において)0s =η vS

sη

ただし、を乗じて体積積分を施す
s
iη

部分積分の公式、
Gaussの発散定理
境界条件(St)

関数の境界条件sη

応力の対称性

s s
ji ji is i

i jiv v vj j j

σ σ
dV dV σ dV

x x x

η η
η

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫
s

s i
j ji i ji

S v j
n σ dS σ dV

x
η

η
∂

= −
∂∫ ∫

t

s
s i

j ji i ji
S v j
n σ dS σ dV

x
η

η
∂

= −
∂∫ ∫

*

t

s
s i

i i ji
S v j
t dS σ dV

x
η

η
∂

= −
∂∫ ∫

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

33．弱形定式化．弱形定式化(2)(2)

*

t

s
si

ij i i
v Sj
σ dV t dS

x
η

η
∂

=
∂∫ ∫

1
2

ss
ji

ij
j ix x

ηη
δε

⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1 1
2 2

s ss s s
j ji i i

ij ij
j j i j i

σ σ
x x x x x

η ηη η η⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

1
2

ss
ji

ij
j i

σ
x x

ηη⎧ ⎫⎛ ⎞∂∂⎪ ⎪⎜ ⎟= +⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

対称テンソル 反対称テンソル

*

t

s
ij ij i i

v S
σ dV t dSδε η=∫ ∫

応力分担式

*

t

s
ij ij i i

v S
σ dV t dSδε η′ =∫ ∫

*

t

s
ij ijkl kl i i

v S
D dV t dSδε ε η=∫ ∫

構成関係

任意関数によって定義される２階のテンソル
任意関数を仮想な変位速度と呼ぶと、
仮想ひずみ速度と名づけることもできる。

w
ij ij ij ijσ σ u σδ′ ′= + =
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33．弱形定式化．弱形定式化(3)(3)

積分方程式

【飽和地盤の変形問題②】

*

t

s
ij ijkl kl i i

V S
D dV t dSδε ε η=∫ ∫

が満足するように，初期条件・境界条件

の下で解け。ただし，

( ) 0, 0i ix t x= =X ( ) 0, 0ij ijtσ σ= =X

1
2

ss
ji

ij
j i

vv
x x

ε
⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1
2

ss
ji

ij
j ix x

ηη
δε

⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(     上において)
*s s

i iv v= vS

とする。
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33．弱形定式化．弱形定式化(4)(4)

1
2

ss
ji

ij
j ix x

ηη
δε

⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1
2

ss
ji

kl
j i

vv
x x

ε
⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

{ }

11

22

33

12

23

31

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

ε { }

11

22

33

12

23

31

δε
δε
δε

δ
δγ
δγ
δγ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

ε

{ } [ ]{ }T
ij ijkl klDδε ε δ= ε D ε
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33．弱形定式化．弱形定式化(5)(5)

積分方程式

【飽和地盤の変形問題②’】

{ } [ ]{ } *

t

T s
i i

V S
dV t dSδ η=∫ ∫ε D ε

が満足するように，初期条件・境界条件

の下で解け。ただし，

( ) 0, 0i ix t x= =X ( ) 0, 0ij ijtσ σ= =X

1
2

ss
ji

ij
j i

vv
x x

ε
⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1
2

ss
ji

ij
j ix x

ηη
δε

⎛ ⎞∂∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(     上において)
*s s

i iv v= vS

とする。
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44．有限要素定式化．有限要素定式化

の下で解け。

積分方程式

を、初期条件・境界条件

【飽和地盤の変形問題③】

{ } { } *

1 1
e e
m m

M M
T s

i iV St
m m

dV t dSδ η
= =

=⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑∫ ∫ε D ε

{ } { } { } { }
1

e
m

M
T T

V V
m

dV dVδ δ
=

=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∫ ∫ε D ε ε D ε

* *

1
e

t m

M
s s

i i i iS St
m

t dS t dSη η
=

=∑∫ ∫

( ) 0, 0i ix t x= =X ( ) 0, 0ij ijtσ σ= =X (     上において)*s s
i iv v= vS

* 0xv =

* 0t =

* 0xv =

* 0t =*t

* 0yv =
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(2)(2)
要素mについて、要素内の変位速度と任意関数の分布をアイソパラメタリック要素として近似

( ) ( ) [ ]{ }
1

, ,

eNm es s s
i i

i

Nξ η ξ η
=

= =∑v v N v ( ) ( ) [ ]{ }
1

, ,

eNm es s s
i i

i

Nξ η ξ η
=

= =∑η η N η

２次元アイソパラメタリック４節点四角形要素の場合

1

1

2

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

3

4

4

0 0 0 0

0 0 0 0

x

y

x

s y
x
s x
y

y

x

y

v

v

v

v N N N N v

N N N Nv v

v

v

v

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(3)(3)
要素mについて、要素内の変位速度と任意関数の分布をアイソパラメタリック要素として近似

( ) ( ) [ ]{ }
1

, ,

eNm es s s
i i

i

Nξ η ξ η
=

= =∑v v N v ( ) ( ) [ ]{ }
1

, ,

eNm es s s
i i

i

Nξ η ξ η
=

= =∑η η N η

このとき、

{ } { }esm
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ε B v { } { }esm

δ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ε B η

{ } { } { } { }
1 1

e e
m m

M M T TT s s

V V
m m

dV dVδ
= =

=⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∑∫ ∫ε D ε η B D B v

{ } { }
1

e
m

M T Ts s

V
m

dV
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫η B D B v

{ } { } { } { }* * *

1 1 1
e e e
m m m

M M MT T Ts s s
i iSt St St

m m m

t dS dS dSη
= = =

= = ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫η t η N t
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(4)(4)

要素mについて、要素内

の水頭と任意関数の分布
をアイソパラメタリック要素
として近似

{ } { } *

1 1
e e
m m

M M
T s

i iV Stm m

dV t dSδ η
= =

=⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑∫ ∫ε D ε

{ } { } { } { }*
1 1

e e
m m

M MT TT Ts s s

V Stm m

dV dS
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫η B D B v η N t

{ } { } { } { }*
1 1

e e
m m

T Ts
M M

T T

V Stm

ss

m

dV dS
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫B Dη v ηB N t

{ } { }*
1 1

e e
m m

M M
T T

V St

s

m m

dV dS
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫B D NvB t

節点の水頭および任意関数値を全体系として表示

節点においていかなる任意関数に対しても成立

* 0xv =

* 0t =

* 0xv =

* 0t =*t

* 0yv =
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(5)(5)

{ } { }*s s=v v

ここに、

連立方程式 を、境界条件

【飽和地盤の変形問題④】

e
m

Te
m V

dV⎡ ⎤ = ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫K B D B

{ } { }s
p=⎡ ⎤⎣ ⎦K v f の下で解け。

1

M
e
m

m=

⎡ ⎤=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑K K

{ } { }*e
m

Te
p St

dS= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫f N t

{ } { }
1

M
e

p p
m=

=∑f f

* 0xv =
e
m

⎡ ⎤
⎣ ⎦K 要素剛性マトリックス

{ }epf 要素節点外力ベクトル

⎡ ⎤⎣ ⎦K 全体剛性マトリックス

{ }pf 全体節点外力ベクトル

* 0t =

* 0yv =

* 0xv =

* 0t =*t
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(6)(6)
【D-matrixについて】

e
m

Te
m V

dV⎡ ⎤ = ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫K B D B
２次元平面ひずみ状態

11 1111 1122 1112 11

22 2211 2222 2212 22

12 1211 1222 1212 12

'
'
'

D D D
D D D
D D D

σ ε
σ ε
σ γ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

等方線形弾性体

( )2
3ijkl ijkl ij kl ik jl il jk

D E K G Gδ δ δ δ δ δ⎛ ⎞= = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1111 2222

2 1 1 1 1 1 1
3

D D K G G⎛ ⎞= = − × × + × + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1122 2211

2 21 1 0 0 0 0
3 3

D D K G G K G⎛ ⎞= = − × × + × + × = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1112 1211 1222 2212

2 1 0 1 0 1 0 0
3

D D D D K G G⎛ ⎞= = = = − × × + × + × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1212

2 0 0 1 1 0 0
3

D K G G G⎛ ⎞= − × × + × + × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 42
3 3

K G G K G= − + = +

4 2 0
3 3
2 4 0
3 3

0 0

K G K G

K G K G

G

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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44．有限要素定式化．有限要素定式化(7)(7)
【D-matrixについて】

e
m

Te
m V

dV⎡ ⎤ = ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫K B D B
２次元平面ひずみ状態

弾塑性体（Cam-Clayモデル、修正Cam-Clayモデル）

4 2 0
3 3
2 4 0
3 3

0 0

e

K G K G

D K G K G

G

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = − +⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
11 11 22 11 12

2
11 22 22 22 12

2
11 12 22 12 12

1p

B Cs B Cs B Cs B Cs Cs

D B Cs B Cs B Cs B Cs Cs
A

B Cs Cs B Cs Cs Cs

⎡ ⎤+ + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = + + + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ] e pD D D⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( ){ } ( )22 2 2 2 2 2 2112 2
C

A K M G M p q M
D

η η η η η
⎧ ⎫

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

( )2 2B K M η′= − 6C G p′=

( ) ( ){ } ( )2 13
C

A K M G M p q M
D

η η η
⎧ ⎫

′ ′ ′ ′= − + + − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

( )B K M η′= − 3C G q= Cam-Clayモデル

修正Cam-Clayモデル
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44．有限要素定式化．有限要素定式化((88))
【D-matrixについて】

e
m

Te
m V

dV⎡ ⎤ = ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫K B D B

２次元平面ひずみ状態

11 1111 1122 1112 11

22 2211 2222 2212 22

12 1211 1222 1212 12

'
'
'

D D D
D D D
D D D

σ ε
σ ε
σ γ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

ポイントは、上のように表すことができる構成関係（応力～ひずみ関係）であれば、
弾性、弾塑性など、材料の力学モデルにかかわらず、利用することができる。

３次元状態でも、同じ
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要素剛性マトリクスの作成（数値積分）要素剛性マトリクスの作成（数値積分）

e
m

Te
m V
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全体座標系→局所座標系

Gaussの数値積分
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アイソパラメタリック四角形要素
１点積分の場合
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55．有限要素法による計算の実行．有限要素法による計算の実行

初期条件

要素剛性マトリクスの作成
B-Matrix, D-Matrix

全体剛性マトリクスの作成

節点外力ベクトルの作成（境界条件）

連立方性式の解（節点変位速度）

時間増分による変位量の計算

ひずみ増分の計算

応力増分の計算
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応力パラメータの更新
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66.. まとめまとめ

微分方程式の境界値問題を微分方程式の境界値問題を弱形定式化弱形定式化して有限要して有限要
素定式化する流れは、浸透問題と同じ素定式化する流れは、浸透問題と同じ

要素の力学特性は、要素の力学特性は、DD--matrixmatrixの部分のみに与えらの部分のみに与えら
れる。れる。DD--matrixmatrixの形式で表されるものは、弾性体での形式で表されるものは、弾性体で
あれ、弾塑性体であれ、どんな材料特性をもっていあれ、弾塑性体であれ、どんな材料特性をもってい
てもよい。てもよい。

地盤の変形解析は、一般に、増分計算により行わ地盤の変形解析は、一般に、増分計算により行わ
れる。１ステップづつ計算して、応力、ひずみ、変位れる。１ステップづつ計算して、応力、ひずみ、変位
の値を更新し、計算を継続することによって、最終の値を更新し、計算を継続することによって、最終
的な答えが得られる。これは、地盤材料が非線形な的な答えが得られる。これは、地盤材料が非線形な
応力～ひずみ関係を示すので仕方がない。応力～ひずみ関係を示すので仕方がない。


