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3.53.5 構成則構成則

構成則構成則(Constitutive equation)(Constitutive equation)
応力～ひずみ関係、力学（数学）モデル、構応力～ひずみ関係、力学（数学）モデル、構
成関係とも呼ばれる。成関係とも呼ばれる。

応力（応力速度）とひずみ（ひずみ速度）の関応力（応力速度）とひずみ（ひずみ速度）の関
係式係式

物体の変形のしやすさなどを表現する。物体の変形のしやすさなどを表現する。

ij klσ ε′ �� ∼ ij ijkl klDσ ε′ = ��
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土の構成則（力学モデル）の種類土の構成則（力学モデル）の種類

双曲線モデル双曲線モデル

弾性モデル弾性モデル

線形弾性モデル線形弾性モデル

非線形弾性モデル非線形弾性モデル

等価線形弾性モデル等価線形弾性モデル

弾塑性モデル弾塑性モデル

弾完全塑性モデル弾完全塑性モデル

ひずみ硬化型モデルひずみ硬化型モデル

ひずみ硬化・軟化型モデルひずみ硬化・軟化型モデル

弾粘塑性モデル弾粘塑性モデル

レオロジー（時間依存性挙動の表現）レオロジー（時間依存性挙動の表現）
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■■双曲線モデル（数学モデル）双曲線モデル（数学モデル）

変形係数と圧縮強度を用い変形係数と圧縮強度を用い
て応力～ひずみ曲線を近似て応力～ひずみ曲線を近似

する。する。

パラメータは２つなので簡パラメータは２つなので簡
単：Ｅと単：ＥとSS
圧縮応力や圧縮ひずみが単圧縮応力や圧縮ひずみが単
調増加の予測には適してい調増加の予測には適してい
るが、除荷を含む挙動にはるが、除荷を含む挙動には
不向き不向き

一般的に土の変形係数と圧一般的に土の変形係数と圧
縮強度は、応力履歴や拘束縮強度は、応力履歴や拘束
圧に依存する。圧に依存する。

ひずみ軟化を伴う地盤材料ひずみ軟化を伴う地盤材料
の表現はできない。の表現はできない。
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

等方線形弾性モデル等方線形弾性モデル

異方線形弾性モデル異方線形弾性モデル

非線形弾性モデル非線形弾性モデル

等価線形弾性モデル等価線形弾性モデル

ＨＤモデルＨＤモデル

ＯＲモデルＯＲモデル

壊れない！

壊れない！が、剛性を低下させ、
見かけ上壊れたように見せることができる。
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

等方線形弾性モデル等方線形弾性モデル σ

σ

Eσ ε=
ε

ε ′

ε νε′ = −

E 縦弾性係数、ヤング率

ν ポアソン比

τ

τ

Gτ γ=
γ せん断弾性係数G
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

等方線形弾性モデル等方線形弾性モデル 11 22 33vε ε ε ε= + +

体積ひずみ

( ) ( ){ }11 22 33 11 22 33

1 2
E

σ σ σ ν σ σ σ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − + +

( )3 1 2
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=

vp Kε′ = ( )3 1 2
EK
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=
− 体積弾性係数

せん断ひずみ

2
3 ij ij
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

等方線形弾性モデル等方線形弾性モデル

( )( ) ( ) ( ){ }11 11 22 33
1
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′ = − − +
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12 12

1
G

γ σ ′=

23 23

1
G

γ σ ′=

31 31

1
G

γ σ ′=
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

等方線形弾性モデル等方線形弾性モデル

材料定数

σ

σ

Eσ ε=
ε

ε ′

ε νε′ = −

E 縦弾性係数、ヤング率

ν ポアソン比

τ

τ

Gτ γ=
γ せん断弾性係数G

E: 縦弾性係数

Ｇ：せん断弾性係数
K：体積弾性係数

ν：ポアソン比
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■■弾性モデル（弾性論に基づくモデル）弾性モデル（弾性論に基づくモデル）

線形弾性モデル線形弾性モデル

材料が等方性を有する材料が等方性を有する

応力テンソルの対称性応力テンソルの対称性

ひずみテンソルの対称性ひずみテンソルの対称性

ij ijkl klEσ ε′ =

( )ijkl ij kl ik jl il jk
E λδ δ μ δ δ δ δ= + +� � ,λ μ� � ラメ定数

( )( )1 1 2
Eνλ

ν ν
=

+ −
� Gμ =�

( )( ) ( )1 1 2ijkl ij kl ik jl il jk

EE Gν δ δ δ δ δ δ
ν ν

= + +
+ −

( )2
3ijkl ij kl ik jl il jk

E K G Gδ δ δ δ δ δ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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■■弾塑性モデル（弾性論＋塑性論に基づくモデル）弾塑性モデル（弾性論＋塑性論に基づくモデル）

弾完全塑性モデル弾完全塑性モデル

ひずみ硬化型弾塑性モデルひずみ硬化型弾塑性モデル

ひずみ硬化・軟化型弾塑性モデルひずみ硬化・軟化型弾塑性モデル

q

ε

q

ε

q

ε
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

ひずみ速度成分の加算分解ひずみ速度成分の加算分解

弾性ひずみ速度弾性ひずみ速度

可逆的な成分可逆的な成分

塑性ひずみ速度塑性ひずみ速度

不可逆的な成分不可逆的な成分

e p= +� � �ε ε ε e p
ij ij ij
ε ε ε= +� � �

e
ij
ε�

p
ij
ε�

( )2
3ijkl ij kl ik jl il jk

E K G Gδ δ δ δ δ δ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

e
ij ijkl klEσ ε′ = ��

等方性であれば、

q

εeε pε
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

塑性ひずみ速度塑性ひずみ速度

弾性状態弾性状態

塑性変形が生じないので、変形前後の材料は本質的に変化し塑性変形が生じないので、変形前後の材料は本質的に変化し

ない。ない。

弾塑性状態弾塑性状態

塑性変形が生じることによって、変形前と後では、材料特性は塑性変形が生じることによって、変形前と後では、材料特性は
変化していると考えられる。変化していると考えられる。

塑性変形を生じる状態を塑性変形を生じる状態を降伏状態降伏状態と呼ぶ。と呼ぶ。

塑性変形が生じる応力レベルであるか否かを判定する条件を塑性変形が生じる応力レベルであるか否かを判定する条件を
降伏条件降伏条件と呼ぶ。と呼ぶ。

e=ε ε� �

pε�

p =ε 0�

e p= +� � �ε ε εp ≠ε 0�
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塑性ひずみ増加に伴う降伏値の変化塑性ひずみ増加に伴う降伏値の変化

ε

σ

0yσ
初期降伏点

yAσ
A

A’
p
Aε

yBσ

B’

B

p
Bε

C

C’

p
Cε

yCσ

D’

D
yDσ

p
Dε

yEσ
E

E’

p
Eε

O

ひずみ硬化 ひずみ軟化
0yδσ > 0yδσ <
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

３次元応力状態での降伏条件３次元応力状態での降伏条件
塑性変形が生じる応力状態であるか否かを判定する条件塑性変形が生じる応力状態であるか否かを判定する条件

塑性変形が生じる応力状態を表す関数を塑性変形が生じる応力状態を表す関数を降伏関数降伏関数と呼ぶ。と呼ぶ。

応力空間において降伏関数が呈する曲面を応力空間において降伏関数が呈する曲面を降伏曲面降伏曲面と呼ぶ。と呼ぶ。

σ ′

( ), 0f ′ =σ H

H 塑性履歴パラメータ

( ), 0f ′ <σ H のとき弾性状態
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

塑性変形に伴う降伏曲面の拡大と縮小塑性変形に伴う降伏曲面の拡大と縮小

塑性変形中、応力点は常に降伏曲面上に存在する。塑性変形中、応力点は常に降伏曲面上に存在する。
（（適合条件適合条件））

′σ

d′ ′+σ σ

( ), 0f ′ =σ H

( ), 0f d d′ ′+ + =σ σ H H

( ), 0df ′ =σ H

0f f∂ ∂′ + =
′∂ ∂
σ H

σ H
��

0f∂ ′ >
′∂
σ

σ
�

0f∂ ′ <
′∂
σ

σ
�

0f∂ ′ =
′∂
σ

σ
�

ひずみ硬化（降伏曲面は拡大）

中立負荷（降伏曲面は変化しない）

ひずみ軟化（降伏曲面は縮小）

σ ′
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル 流れ則（流動則）流れ則（流動則）

塑性ひずみの生じる方向を規定する。塑性ひずみの生じる方向を規定する。

,p g gλ ∂ ∂
= =

′ ′∂ ∂
ε m m

σ σ
�� ,p

ij ij ij
ij

g gm mε λ
σ
∂ ∂

= =
′ ′∂ ∂σ

��

σ ′ ′σ
( ), 0f ′ =σ H

( ), 0g ′ =σ H

//p g∂
′∂

ε
σ

�

非負のスカラー関数λ�塑性ポテンシャル関数( ),g ′σ H

降伏曲面

塑性ポテンシャル面

関連流れ則（関連流動則）

非関連流れ則（非関連流動則）

pε�

=m n

≠m n

f f∂ ∂
=

′ ′∂ ∂
n

σ σ
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■■弾塑性モデル（基本となる考え方のまとめ）弾塑性モデル（基本となる考え方のまとめ）

ひずみ速度成分の加算分解ひずみ速度成分の加算分解

弾性ひずみ速度弾性ひずみ速度

塑性ひずみ速度塑性ひずみ速度

流れ則流れ則

降伏条件（塑性変形が生じる条件）降伏条件（塑性変形が生じる条件）

e
ij ijkl klEσ ε′ = ��

e p
ij ij ij
ε ε ε= +� � �

p
ij ij

mε λ= �� ij
ij

g gm
σ
∂ ∂

=
′ ′∂ ∂σ

( ), 0f ′ =σ H

0f f∂ ∂′ + =
′∂ ∂
σ H

σ H
�� （適合条件）

降伏関数と塑性ポテンシャル関数を決め、塑性履歴パラメータの変化則を決める！
→応力速度～ひずみ速度関係式が誘導できる。
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■■弾塑性モデル（基本となる考え方のまとめ）弾塑性モデル（基本となる考え方のまとめ）

ひずみ速度成分の加算分解ひずみ速度成分の加算分解

弾性ひずみ速度弾性ひずみ速度

塑性ひずみ速度塑性ひずみ速度

流れ則＝関連流動則流れ則＝関連流動則

降伏条件（塑性変形が生じる条件）降伏条件（塑性変形が生じる条件）

e
ij ijkl klEσ ε′ = ��

e p
ij ij ij
ε ε ε= +� � �

p
ij ij

nε λ= �� ij
ij

f fn
σ
∂ ∂

=
′ ′∂ ∂σ

( ), 0f ′ =σ H

0f f∂ ∂′ + =
′∂ ∂
σ H

σ H
�� （適合条件）

降伏関数を決め、塑性履歴パラメータの変化則を決める！
→応力速度～ひずみ速度関係式が誘導できる。

関連流動則関連流動則
を仮定するとを仮定すると
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

塑性変形に伴う降伏曲面の大きさと形などの変化塑性変形に伴う降伏曲面の大きさと形などの変化
のルールを決めるのルールを決める

塑性変形が生じても常に降伏曲面が変化しない塑性変形が生じても常に降伏曲面が変化しない
ひずみ硬化しない＝弾完全塑性モデルひずみ硬化しない＝弾完全塑性モデル

MisesMisesモデルモデル

DruckerDrucker--PragerPragerモデルモデル

モールクーロンモデルモールクーロンモデル

塑性変形が生じると降伏曲面が変化する塑性変形が生じると降伏曲面が変化する
ひずみ硬化・軟化するモデル＝一般的な弾塑性モデルひずみ硬化・軟化するモデル＝一般的な弾塑性モデル

CamCam--clayclayモデルモデル

修正修正CamCam--clayclayモデルモデル

関口・太田モデル関口・太田モデル

・・・・など・・・・など
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル

塑性変形が生じると降伏曲面が変化する塑性変形が生じると降伏曲面が変化する

ひずみ硬化・軟化するモデル＝一般的な弾塑性モデルひずみ硬化・軟化するモデル＝一般的な弾塑性モデル

等方硬化 移動硬化 回転硬化

（with 形状の変化）

拘束圧依存性 応力誘導異方性繰返し塑性

繰返し塑性
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■■弾塑性モデル：飽和土の力学特性と代表的な弾塑性モデル弾塑性モデル：飽和土の力学特性と代表的な弾塑性モデル

拘束圧依存性拘束圧依存性

異方性異方性

固有異方性（初期異方性）固有異方性（初期異方性）

応力誘導異方性応力誘導異方性

繰返し塑性繰返し塑性

粒子破砕性粒子破砕性

速度依存性（時間依存性）速度依存性（時間依存性）

固結力（セメンテーション）固結力（セメンテーション）

・・・・など・・・・など

Cam-clayモデル
修正Cam-clayモデル

関口・太田モデル
（速度依存性を考慮しないもの）

関口・太田モデル
（速度依存性を考慮したもの）

等方硬化
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■■弾塑性モデル弾塑性モデル CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

限界状態の概念限界状態の概念

0ijσ ′ =� 0vε =� 0γ ≠�

，

，

q

γ

vε−

q

-p’

M
限界状態線

限界状態

有効応力状態が一定の状態で、体積変化が生じることなく、
せん断ひずみが生じる状態
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■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

CamCam--clayclayモデルモデルの降伏関数の誘導の降伏関数の誘導
ある応力状態にあるある応力状態にある飽和飽和土が外力増分により塑性変形を生じたとする土が外力増分により塑性変形を生じたとする。。

その時の内部消散仕事率その時の内部消散仕事率を考える。を考える。

偏差応力テンソルと塑性偏差ひずみ速度テンソルの方向が一致する偏差応力テンソルと塑性偏差ひずみ速度テンソルの方向が一致すると仮定する。と仮定する。

このこの内部消散仕事率が、限界状態において消費される内部消散仕事率に等しい内部消散仕事率が、限界状態において消費される内部消散仕事率に等しいと仮と仮
定する。定する。

これより、これより、 が得られる。が得られる。

関連流動則関連流動則を仮定すると、を仮定すると、

p p
ij ijW σ ε′=� �

p p p
vW p qε γ′= +� � �

p pW Mp γ′=� �
p p p
vp q Mpε γ γ′ ′+ =� � �

p
v
p

qM
p

ε

γ
= −

′

�

�

1p
v
p

f p
f q dq dp

ε

γ
∂ ∂

= = −
∂ ∂

�

�
dq qM
dp p

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

CamCam--clayclayモデルモデルの降伏関数の誘導（つづき）の降伏関数の誘導（つづき）

において、において、q=0q=0のときのときpp’’==pp’’yyとし、微分方程式を解く。とし、微分方程式を解く。

修正修正CamCam--clayclayモデルモデルの降伏関数の降伏関数

仕事率の仮定で、次式を導入している。仕事率の仮定で、次式を導入している。

同様なプロセスで得られる降伏関数は、同様なプロセスで得られる降伏関数は、

'exp 0y
q pp p
M

⎛ ⎞′ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

dq qM
dp p

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

Cam-clayモデルの降伏曲面

( ) ( )2 2p p p
vW p Mε γ′= +� � �

( )22

2' 0y
M q p

p p
M

′+
− = 修正Cam-clayモデルの降伏曲面

yp 圧密降伏応力←塑性履歴パラメータ
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■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

'exp 0y
q pp p
M

⎛ ⎞′ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Cam-clayモデルの降伏曲面

( )22

2' 0y
M q p

p p
M

′+
− =

修正Cam-clayモデルの降伏曲面

yp 圧密降伏応力←塑性履歴パラメータ

'p−

q
M

yp− 'p−

q

M

yp−

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

飽和土の等方圧縮特性飽和土の等方圧縮特性

間
隙
比

e

等方応力の対数 ln (–p’)

-pｙ

1

1

圧縮曲線

圧密降伏応力

c
κ

c
λ

正規圧密曲線(NCL)

膨潤曲線（除荷曲線）

0
1

y yp c c
v c

y y

p p
D

e p p
λ κ

ε
−

= =
+

� �
�

0
1
c c

c
D

e
λ κ−

=
+圧縮指数

膨潤指数

0
1

e c
v

p
e p

κ
ε

′
=

′+
��

0
1

c

e
K p

κ

+
′=

体積弾性係数

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル
応力速度～ひずみ速度関係の誘導（満たすべき関係式の整理）応力速度～ひずみ速度関係の誘導（満たすべき関係式の整理）

弾性ひずみ速度弾性ひずみ速度

塑性ひずみ速度塑性ひずみ速度

流れ則＝関連流動則流れ則＝関連流動則

降伏条件（塑性変形が生じる条件）降伏条件（塑性変形が生じる条件）

降伏曲面の拡大・縮小のルール（塑性履歴パラメータの経験則）降伏曲面の拡大・縮小のルール（塑性履歴パラメータの経験則）

e
ij ijkl klEσ ε′ = ��

p
ij ij

nε λ= ��
ij

ij

f fn
σ
∂ ∂=
′ ′∂ ∂σ

( ) ( ) 0f F′ − =σ H

0ij y
ij y

f F p
p

σ
σ
∂ ∂′ − =
′∂ ∂
� �

（適合条件）

( )2
3ijkl ij kl ik jl il jkE K G Gδ δ δ δ δ δ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
0

1

c

e
K p

κ

+
′=

( )
( )

3 1 2
2 1

K
G

ν
ν

−
=

+

( ) 'exp q pf p
M

⎛ ⎞′ ′= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ ( ) yF p=H

( ) ( )22

2'
M q p

f p
M

′+
′ =σ ( ) yF p=H

Cam-clayモデル

修正Cam-clayモデル

0
1

y yp c c
v c

y y

p p
D

e p p
λ κ

ε
−

= =
+

� �
�
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■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル
応力速度～ひずみ速度関係の誘導応力速度～ひずみ速度関係の誘導

適合条件に塑性体積ひずみ速度関係式を代入し、整理する。適合条件に塑性体積ひずみ速度関係式を代入し、整理する。

関連流動則より、関連流動則より、

応力速度～弾性ひずみ速度関係に関連流動則を代入して、応力速度～弾性ひずみ速度関係に関連流動則を代入して、

について解く、について解く、

p p
v ij ij ij ij kk

n nε ε δ λ δ λ= = =� �� �

( ) ( )e p
ij ijkl kl ijkl kl kl ijkl kl kl

E E E nσ ε ε ε ε λ′ = = − = − �� � � ��

0y p
ij v

ij c

pf
D

σ ε
σ
∂ ′ − =
′∂

��0ij y
ij y

f F p
p

σ
σ
∂ ∂′ − =
′∂ ∂
� � ( ) 0p

ij v
ij c

ff
D

σ ε
σ

′∂ ′ − =
′∂

σ ��

( ) 0ij kk
ij c

ff n
D

σ λ
σ

′∂ ′ − =
′∂

σ��

( ) ( ) 0ijkl kl kl kk
ij c

ff E n n
D

ε λ λ
σ

′∂
− − =

′∂
σ� ��

λ� ( )
0

ijkl kl ijkl kl kk
ij ij c

ff fE E n n
D

ε λ
σ σ

⎛ ⎞′∂ ∂⎜ ⎟− + =
′ ′⎜ ⎟∂ ∂

⎝ ⎠

�� σ

( )

ijkl kl
ij

ijkl kl kk
ij c

f E

ff E n n
D

ε
σ

λ

σ

∂
′∂

=
′∂

+
′∂

�
�

σ
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■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル
応力速度～ひずみ速度関係の誘導（つづき）応力速度～ひずみ速度関係の誘導（つづき）

再び、応力速度～弾性ひずみ速度関係と関連流動則より、再び、応力速度～弾性ひずみ速度関係と関連流動則より、

( )ij ijkl kl kl
E nσ ε λ′ = − ���

( )
ijpq pq mnkl

mn
ij ijkl kl

ijkl kl rr
ij c

fE n E
E

ff E n n
D

σ
σ ε

σ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟

′∂⎜ ⎟′ = −⎜ ⎟′∂⎜ ⎟+
′⎜ ⎟∂

⎝ ⎠

��
σ

( )

ijpq mnkl
pq mn

ij ijkl kl

ijkl
ij kl c kk

f fE E

E
ff f fE

D

σ σ
σ ε

σ σ σ

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟′ ′∂ ∂⎜ ⎟′ = −⎜ ⎟′∂ ∂ ∂⎜ ⎟+

′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

��
σ

( )

ijkl kl
ij

ijkl kl kk
ij c

f E

ff E n n
D

ε
σ

λ

σ

∂
′∂

=
′∂

+
′∂

�
�

σ

( )

ijpq mnkl
pq mn

ijkl ijkl

ijkl
ij kl c kk

f fE E

D E
ff f fE

D

σ σ

σ σ σ

∂ ∂
′ ′∂ ∂

= −
′∂ ∂ ∂

+
′ ′ ′∂ ∂ ∂

σij ijkl kl
Dσ ε′ = ��

応力速度～ひずみ速度関係応力速度～ひずみ速度関係

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

応力速度～ひずみ速度関係の補足応力速度～ひずみ速度関係の補足

( )

ijpq mnkl
pq mnp

ijkl

ijkl
ij kl c kk

f fE E

D
ff f fE

D

σ σ

σ σ σ

∂ ∂
′ ′∂ ∂

=
′∂ ∂ ∂

+
′ ′ ′∂ ∂ ∂

σ

( )e p
ij ijkl kl ijkl ijkl kl

D D Dσ ε ε′ = = −� ��

応力速度～ひずみ速度関係応力速度～ひずみ速度関係

e
ijkl ijkl

D E=

δε

σ ′

ε

eD
e eDδσ δε′ =

p pDδσ δε′ =

Dδσ δε′ =

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

応力速度～ひずみ速度関係応力速度～ひずみ速度関係

適合条件適合条件

関連流れ則関連流れ則

応力速度～弾性ひずみ速度関係応力速度～弾性ひずみ速度関係

を満足する関係式である！を満足する関係式である！

( )

ijpq mnkl
pq mn

ij ijkl kl

ijkl
ij kl c kk

f fE E

E
ff f fE

D

σ σ
σ ε

σ σ σ

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟′ ′∂ ∂⎜ ⎟′ = −⎜ ⎟′∂ ∂ ∂⎜ ⎟+

′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

��
σ

ij ijkl kl
Eσ ε′ = ��

弾塑性状態弾塑性状態 弾性状態弾性状態

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

負荷規準：塑性変形が生じるための条件負荷規準：塑性変形が生じるための条件

応力が降伏曲面上に存在する。応力が降伏曲面上に存在する。

関連流れ則のスカラー関数が正である。関連流れ則のスカラー関数が正である。

( ) 0
y

f p′ − =σ

( ) 0
ijkl kl

ij

ijkl kl kk
ij c

f E

ff E n n
D

ε
σ

λ

σ

∂
′∂

= >
′∂

+
′∂

�
�

σ

弾塑性状態弾塑性状態

そうでないとき。。。

弾性状態弾性状態



9

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

■■ CamCam--clayclayモデル・修正モデル・修正CamCam--clayclayモデルモデル

計算手順計算手順

CamCam--clayclayモデルモデル

材料定数と初期条件材料定数と初期条件

現在の状態

, ,
y

p e′σ

弾性・弾塑性状態の仮定

応力速度・ひずみ速度の算出

負荷規準による判定

仮定は正しかったか？

状態の更新

, ,
y

p e′σ

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

計算過程の例計算過程の例

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

弾塑性負荷状態弾塑性負荷状態

弾性除荷状態弾性除荷状態

0≥klijklij En ε�

0<klijklij En ε�

klijkl
e
ij E' εσ �� =

負荷基準負荷基準

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

弾塑性負荷状態弾塑性負荷状態

硬化硬化

中立負荷中立負荷

軟化軟化

0≥klijklij En ε�
0>ijij 'n σ�
0=ijij 'n σ�
0<ijij 'n σ�

硬化と軟化硬化と軟化
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条件条件
λλ=0.08=0.08
κκ=0.04=0.04
M=1.3M=1.3
νν=0.3=0.3

ex.ex.過圧密粘土の排水三軸圧縮試験過圧密粘土の排水三軸圧縮試験

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis
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計算ステップ
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sα

弾塑性負荷状態
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硬化状態

軟化状態

計算過程における負荷判定計算過程における負荷判定
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計算過程における負荷判定計算過程における負荷判定
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■■弾粘塑性モデル（弾性論＋塑性論＋粘性？に基づくモデル）弾粘塑性モデル（弾性論＋塑性論＋粘性？に基づくモデル）

時間依存挙動を表現するためのモデル時間依存挙動を表現するためのモデル
応力緩和やクリープ挙動など応力緩和やクリープ挙動など

間
隙
比

e

圧密時間の対数 log10t

一次圧密 二次圧密

初期間隙比

一次圧密量

二次圧密量
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構成テンソルのマトリクス表示構成テンソルのマトリクス表示

'ij ijkl klDσ ε= �� 構成テンソル（４階のテンソル）

{ }11 22 33 12 23 31 31 32 21' ' ' ' ' ' ' ' ' ' Tσ σ σ σ σ σ σ σ σ=σ�� � � � � � � � � �

{ }11 22 33 12 23 31 31 32 21
Tε ε ε ε ε ε ε ε ε=ε� � � � � � � � � ��

'i ij jDσ ε= �� � �� 構成テンソル（２階のテンソル）

構成マトリクス DD--MatrixMatrix

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

構成関係（応力速度～ひずみ速度関係）構成関係（応力速度～ひずみ速度関係）

1111 1122 1133 1112 1123 1131 1113 1132 112111

2211 2222 2233 2212 2223 2231 2213 2232 222122

3311 3322 3333 3312 3323 3331 33133

12

23

31

13

32

21

'
'
'
'
'
'
'
'
'

D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D

σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�
�
�
�

3 3332 3321

1211 1222 1233 1212 1223 1231 1213 1232 1221

2311 2322 2333 2312 2323 2331 2313 2332 2321

3111 3122 3133 3112 3123 3131 3113 3132 3121

1311 1322 1333 1312 1323 1331 1313 1332 1321

3211 322

D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D

11

22

33

12

23

31

13

2 3233 3212 3223 3231 3213 3232 3221 32

2111 2122 2133 2112 2123 2131 2113 2132 2121 21

D D D D D D D
D D D D D D D D D
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�
�
�
�
�
�
�
�
�

ひずみ速度テンソルの対称性：

12 21ε ε=� � 23 32ε ε=� � 31 13ε ε=� �
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D D D D D D D D D
D D D D D D D

+ +
+ + +
+ + +
+ + +
+ +

11

22

33

12

23
2 1331 1313

31
3211 3222 3233 3212 3221 3223 3232 3231 3213

2111 2122 2133 2112 2121 2123 2132 2131 2113

D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D

ε
ε
ε
ε
ε
ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥+ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎩ ⎭+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

�
�
�
�
�
�

応力速度テンソルの対称性： 12 21σ σ′ ′=� � 23 32σ σ′ ′=� � 31 13σ σ′ ′=� �

12 21kl klD D= 23 32kl klD D= 31 13kl klD D=
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11 1111 1122 1133 1112 1121 1123 1132 1131 1113

22 2211 2222 2233 2212 2221 2223 2232 2231 2213

33 3311 3322 3333 3312 3321 3323 3332 3331 3313

12 12

23

31

'
'
'
'
'
'

D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D

σ
σ
σ
σ
σ
σ

+ + +⎧ ⎫
⎪ ⎪ + + +⎪ ⎪
⎪ ⎪ + + +⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

11

22

33

11 1222 1233 1212 1221 1223 1232 1231 1213 12

2311 2322 2333 2312 2321 2323 2332 2331 2313 23

3111 3122 3133 3112 3121 3123 3132 3131 3113 31

D D D D D D D D
D D D D D D D D D
D D D D D D D D D

ε
ε
ε
ε
ε
ε

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪⎪
⎢ ⎥ ⎨ ⎬+ + +⎢ ⎥ ⎪
⎢ ⎥ ⎪+ + +
⎢ ⎥ ⎪

+ + +⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎩

�
�
�
�
�
�

⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪⎭

ひずみ速度テンソルの対称性と式(1)の構成関係より

ij ijkl kl ijkl lk ijlk klD D Dσ ε ε ε′ = = =� � ��

ijkl ijlkD D=
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11 1111 1122 1133 1112 1123 1131

22 2211 2222 2233 2212 2223 2231

33 3311 3322 3333 3312 3323 3331

12 1211 1222 1233 1212 1223 1231

23 2311 2322 2333

31

' 2 2 2
' 2 2 2
' 2 2 2
' 2 2 2
'
'

D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

11

22

33

12

2312 2323 2331 23

3111 3122 3133 3112 3123 3131 31

2 2 2
2 2 2
D D D

D D D D D D

ε
ε
ε
ε
ε
ε

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

11 1111 1122 1133 1112 1123 1131

22 2211 2222 2233 2212 2223 2231

33 3311 3322 3333 3312 3323 3331

12 1211 1222 1233 1212 1223 1231

23 2311 2322 2333 2312 2323 2

31

'
'
'
'
'
'

D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

11

22

33

12

331 23

3111 3122 3133 3112 3123 3131 31

2
2
2D D D D D D

ε
ε
ε
ε
ε
ε

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�
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11 1111 1122 1133 1112 1123 1131

22 2211 2222 2233 2212 2223 2231

33 3311 3322 3333 3312 3323 3331

12 1211 1222 1233 1212 1223 1231

23 2311 2322 2333 2312 2323 2

31

'
'
'
'
'
'

D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D

σ
σ
σ
σ
σ
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

11

22

33

12

331 23

3111 3122 3133 3112 3123 3131 31D D D D D D

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

�
�
�
�
�
�

12 122γ ε=� � 23 232γ ε=� � 31 312γ ε=� �

構成マトリクス DD--MatrixMatrix ３次元問題

２次元の平面ひずみ状態では、 33 23 31 0ε γ γ= = =� � � 23 31' ' 0σ σ= =� �

11 1111 1122 1112 11

22 2211 2222 2212 22

12 1211 1222 1212 12

'
'
'

D D D
D D D
D D D

σ ε
σ ε
σ γ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��
�� 33' 0σ =� ではない！

注意
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3.53.5 構成則＜まとめ＞構成則＜まとめ＞

構成関係構成関係

双曲線モデル双曲線モデル

弾性モデル弾性モデル

弾塑性モデル弾塑性モデル

降伏関数、降伏面降伏関数、降伏面

流動則流動則

CamCam--clayclayモデル、修正モデル、修正CamCam--clayclayもでる。もでる。

応力～ひずみ関係の誘導応力～ひずみ関係の誘導

弾塑性負荷・弾性除荷の判定基準（負荷規準）弾塑性負荷・弾性除荷の判定基準（負荷規準）

弾粘塑性モデル弾粘塑性モデル

応力速度～ひずみ速度関係応力速度～ひずみ速度関係
構成マトリックス、構成マトリックス、DD--MatrixMatrix


