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1.問題の設定 

 

 ここに一本の真っ直ぐな棒（長さ L）がある。

この棒は、どの部分で切っても同じ断面（面積

A）をもち、均質な材料で作製されている。お

もいっきり力を加えると変形はするが、力を戻

すと元の形に戻り、とても簡単には壊すことが

できない材料で出来ている。 
 今、棒に沿って x 軸をとり、片方の端を原点

（ 0=x ）とする。長さが L なので、もう片方

の端の座標値は Lx = となる。原点の端を固定

して、 Lx = の端から x 軸方向の外力 f を作用

させたときに生じる変位 Δを求める方法を考

えよう。 

 
図-1 問題 

 

 運動量保存則より導かれる力の釣合い式、ひ

ずみという言葉の定義､応力とひずみ関係式

（Hook 則を仮定する）、そして、設定した問

題の条件（境界条件）を考えると、物体が満足

すべき関係式が次のように列挙される。 
力の釣合い式： 

0=
dx
dσ   (a) 

境界条件： 
00 ==xu   (b1) 

LxAf == σ  (b2) 

変位とひずみの関係式： 

ε=
dx
du    (c) 

応力～ひずみ関係： 
εσ E=   (d) 

このテキストではこのような関係を満足す

る解 ( )Lxu ==Δ を求める方法を考えていく。特

に、構造力学の不静定問題でよく用いられる方

法のいくつかを採り上げ、それらの解法がどん

なものか､そして､どのような関係にあるのか

を理解することがこのテキストの狙いである。 
 
 
2.弱形式による解法（数学的解法） 

 

上記の関係式を満足する解を求めることが、

外力 f による棒の変位量を知ることとなる。上

記の問題について、数学的な表現でこの問題を

書くと、 
「関係式(c)と(d)が満足される条件で、微分方

程式(a)を境界条件(b1)と(b2)の下で解け。」 
となる。いわゆる、微分方程式の境界値問題で

ある（※境界値問題を微分方程式で記述することを強

形式による表現という）。 

x

f 

x=0 x=L 
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 まず､関係式(c)と(d)はひとまず置いておい

て､「微分方程式(a)を境界条件(b1)と(b2)の下

で解け。」ということを考えよう。 
 任意関数 ( )xηη = を考え、次の関係式 

( ) 000 =−++ ====∫ LxLxxxV AfudV
dx
d ησηησ  

について､任意のη に対して､上式が成り立つ

ためには､力の釣合い式(a)と境界条件(b1),(b2)
が成立つことが要求される。すなわち､「微分

方程式(a)を境界条件(b1)と(b2)の下で解け。」

は､この式を満足する解を求める問題となる。

左辺第一項は､今、この棒を断面積 A、長さ L
の均質な材料を考えているので、上式は、 

( ) 0000 =−++ ====∫ LxLxxx
L AfuAdx

dx
d ησηησ  

と書ける。この第一項は、部分積分の公式を適

用すれば、 

∫∫∫ −=
LLL

Adx
dx
dAdx

dx
dAdx

dx
d

000

ησσηησ  

[ ] ∫−=
LL Adx

dx
dA

00
ησση  

( ) ( )[ ]00 ==== −= xxLxLxA ησησ ∫−
L Adx

dx
d

0
ησ  

したがって､ 

 ( ) ( )[ ] ∫−− ====
L

xxLxLx Adx
dx
dA 000
ησησησ  

     ( ) 000 =−++ ==== LxLxxx Afu ηση  

より､ 

 ( ) 00000 =+−− ==== ∫ Lx
L

xxx fAdx
dx
dAu ηησησ  

を得る。 
 任意関数ηを 00 ==xη なるように選んだとす

る。すると､上式は､ 

∫==

L
Lx Adx

dx
df

0

ηση  (e) 

を書ける。 
 この式は、任意関数ηが 00 ==xη の下で､微分

方程式(a)を満足し、境界条件(b1),(b2)を考慮し

た積分形の関係式である。この方程式を解くこ

とでも、境界値問題の解を得られる。このよう

に微分方程式を積分形に書き改め、表現された

ものを弱形式という。書き改めた境界値問題は、 
「関係式(c)と(d)が満足される条件で、方程式

(e)を解け。」 
となる。 
 弱形式による方程式を使って、具体的な解を

得ていこう。任意の位置 x における変位 u は、

均質な材料であることから、次のように表され

るとする。 

Lxu
L
xu ==  (f1) 

弱形定式化において導入した任意関数も同

様に、 

 LxL
x

== ηη  (f2) 

となる任意関数としよう（この式は 00 ==xη を

満足している）。このとき、 

Lxu
Ldx

du
==

1
， LxLdx

d
== ηη 1  

となることから、 

∫∫ =
LL

Adx
dx
dEAdx

dx
d

00

ηεησ （∵式(d)より） 

∫=
L

Adx
dx
d

dx
duE

0

η
（∵式(c)より） 

∫ ===
L

LxLx Adx
L

u
L

E
0

11 η （∵式(f1) (f2)より） 

[ ]LLxLx xA
L

u
L

E 0
11

=== η  

Au
L
E

LxLx === η  

したがって、式(e)は、 

Au
L
Ef LxLxLx === = ηη  

となり、両辺を Lx=η で割った式を整理すると、 

Lxu
L

EAf ==  

ここで、
L

EAk = 、 Lxu ==Δ とおくと、 
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Δ= kf   (g) 

となる。つまり、 Lx = 点における外力と変位

の関係式が得られた。良く知られるバネの力が

バネ定数と変位量の積で表せる似た式である。 
 
 
3.仮想仕事の原理・仮想変位の原理・単位変位

の原理 

 

 弱形式による解法では、任意関数ηを考えて

問題を解いた。この任意関数は任意の関数であ

って、物理的な意味を持たせる必要はまったく

ないわけだが、この任意関数を uδ と書き改め

て、仮想変位とあたかも物理的な量であるかの

ように呼ぶことにする。任意関数ηは 00 ==xη

となるものを選んだので， uδ もまた 00 ==xuδ

を満足しなければならない。 
 すると、式(e)は次のように書き改められる。 

∫==

L
Lx Adx

dx
uduf

0

δσδ  (h1) 

あるいは，仮想な変位による仮想ひずみとし

て､ 

 
dx

udδδε =  

とおいて， 

∫==
L

Lx Adxuf 0 σδεδ   (h2) 

 単なる呼び名を代えただけなので、当然のこ

とながら、この関係式から、関係式(c),(d)を考

慮することによって、同様な手順により式(g)
を導くことができる。 
 任意関数ηを仮想変位 uδ にすり替えた式(h)

ではあるが、「式(h)の左辺の被積分項 

dx
udδσσδε =  

は、仮想な変位によってなされる内部の単位体

積当たりの仕事量を表している。一方、 
  Lxuf =δ  

は、仮想な変位を生じさせるためにした外力の

仕事を表している。」と解釈し、物理的な意味

づけを勝手に行った「仮想な変位によって内部

になされる仕事と外力がなす仕事に等しくな

る。」という仮想仕事の原理（仮想変位の原理）

となる。 
 でも結局は、任意関数ηでもよい訳で、「仮

想仕事の原理より、・・・」として問題を解く

ことは、境界値問題を弱形定式化して問題を解

いていることと同じである。 
 仮想変位が任意関数であることから，実際の

変位の大きさでなくてもよい。すなわち､大き

さが１の単位変位としても差し支えない。これ

は，仮想変位が１となったために､それに対応

する仮想ひずみはそれに比例して変化するの

で､得られる解は変わらないためである｡計算

を簡単に済ませたいときには、仮想変位を１と

置けばよい。これを単位変位の原理と呼ぶ。あ

くまで､計算を簡単に済ませるための工夫であ

ることは言うまでもない。 
 
 
4.最小仕事の定理・最小ポテンシャルエネルギ

ーの原理 

 
 唐突であるが、次の関数を考える。 

fuAdx
L

u −=Φ ∫0 2
1σε   (i1) 

ただし、外力 f は定数として、関数 uΦ は変位 u

のみの関数とする。この関数の停留値（極大値

あるいは極小値。証明は省略するが、この場合

は最小値となる）を与える u を正解値とする場

合、すなわち、 

0=
∂
Φ∂
u

u   (i2) 

を満足す解 u において、正解値 u より uu δ+ だ

け微小に変化させたときの関数値の変化量

uΦδ は 0=Φuδ を満足する。すなわち、 

ufAdx
L

u δσεδδ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Φ ∫0 2

1  
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ufAdxAdx
LL

δσδεδσε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

( ) ufAdxAdxE
LL

δσδεεεδ −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

（∵式(d)より） 

ufAdxAdxE
LL

δσδεδεε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

ufAdxAdx
LL

δσδεσδε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

（∵式(d)より） 

0
0

=−= ∫ ufAdx
L

δσδε  

これは、仮想仕事の原理の式(h2)に一致する。

すなわち、関数 uΦ を最小化させる解 u を求め

る問題は、応力・ひずみ関係が式(d)で表され

る1とき、仮想仕事の原理を満足することとな

る。このように、式(i1)と設定した関数 uΦ を最

小化させる問題が、たまたま仮想仕事の原理に

一致する、ひいては、弱形式に一致することか

ら、最初に設定した境界値問題の答えが、たま

たま、得られることとなる。 
 たまたまではあるが、関数 uΦ を最小化させ

て見出された答えが仕事の式となっているの

で、このような解法を最小仕事の定理と名づけ

よう。あるいは、次のような力学的なこじつけ

から、最小ポテンシャルエネルギーの定理と呼

ぶことにしよう。 

 σε
2
1

=W  

とおき、W は単位体積当たりのひずみエネル

ギーを表しており、 

fuWAdx
L

u −=Φ ∫0  

はエネルギー式のようにも見える。 

                                                  
1 最小ポテンシャルエネルギーの定理あるいは最小

仕事の定理において、材料の応力・ひずみ関係が式(d)
で表されることを前提としている。この例題では弾性

体としているが、応力・ひずみ関係が式(d)と表され、

あらゆる変位に対して係数（この場合 E）が不変であ

ることが保障されれば。必ずしも弾性体でなくてもよ

い。 

でも結局は、最小仕事の定理とか最小ポテン

シャルエネルギーの原理とか物理的な意味を

あたかも持たせた解法ではあるが、弱形式の解

法に合うように、関数を設定して問題を解いて

いるに過ぎない。 
  
 
5.カステリアーノの第１定理 

 
 前節で解説した最小仕事の定理で用いた関

数 uΦ において、 

∫=
L

AdxU
0 2

1σε  

とおくと、U は系全体のひずみエネルギーと

呼ばれることになる。このU を用いると、 
fuUu −=Φ  

となり、最小仕事の定理（最小ポテンシャルエ

ネルギーの原理）は、この関数 uΦ を最小化す

る問題、すなわち、次の関係式を満足する解を

求める問題となる。 

0=−
∂
∂

=
∂
Φ∂ f

u
U

u
u  

上式を整理すると、 

u
Uf
∂
∂

=  

なる関係が得られる。つまり、系全体でのひず

みエネルギーを変位で微分することによって、

直ちに外力が求められることが分かる。最小仕

事の定理から得られる関係なので、当たり前と

言えば当たり前であるが、実はこの関係にも名

前がつけられている。カステリアーノの第１定

理である。 
 わざわざ名前を付けなくても最小仕事の定

理でいいかと思われるが、実は、区別される理

由がある。今、考えている例題では、外力は表

面力だけである。実際は、これに物体力（重力

など）が加わる場合もある。最小仕事の定理で

考えたエネルギーは、この物体力を考慮した関

数を新たに設定することで対応できる解法で
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あるが、カステリアーノの第１定理は表面力を

直接求めようとするものであるので、物体力が

存在すると使えない。 
 また、カステリアーノの第１定理は最小仕事

の定理を前提としているので、応力・ひずみ関

係が式(d)のように表現できるものでなくては

いけないことは当然である。ということは、こ

の解法も最小仕事の定理の範疇であることか

ら、結局、弱形式による解法に合うように問題

を設定しているだけ。 
 
 
6.再び弱形式 

 

 これまでは、棒に外力 f を作用させたときの

変位Δを求める問題であった。これを逆に置き

換え、棒に変位Δを与えたときに作用している

外力 f を求める問題を考える。1.で設定した問

題に対し，境界条件(b2)が次のように(b3)へ変

わる。 
力の釣合い式 

0=
dx
dσ   (a) 

境界条件 
00 ==xu   (b1) 
Δ==Lxu   (b3) 

変位とひずみの関係式 

ε=
dx
du    (c) 

応力～ひずみ関係 
εσ E=   (d) 

この問題について、数学的な表現でこの問題を

書くと、 
「関係式(a)と(d)が満足される条件で、微分方

程式(c)を境界条件(b1)と(b3)の下で解け。」 
となる。これまでに考えてきた問題とちょっと

変わるが、同じく微分方程式の境界値問題であ

る。 
 任意関数ηを考え、微分方程式(c)と境界条件

(b1),(b3)の両辺にこのη を乗じて加算すると

次式を得る｡ 

( ) 0000 =Δ−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ====∫ AuAuAdx

dx
du

LxLxxx
L ηηηε  

任意のηに関して上式が成り立つためには、微

分方程式(c)と境界条件(b1),(b3)が成り立つこ

とが強要される｡すなわち、今考えている境界

値問題の弱形式である｡ 
 上式を変形すると、 

 ∫∫ − LL AdxAdx
dx
du

00 εηη  

     ( ) 000 =Δ−++ ==== AuAu LxLxxx ηη  

ここで、第一項が、 

 
∫∫∫ −= LLL Adx

dx
duAdx

dx
duAdx

dx
du

000
ηηη  

  [ ] ∫−= LL Adx
dx
duuA 00
ηη  

  ∫−−= ====
L

xxLxLx Adx
dx
duAuAu 000
ηηη  

となるので、 

 ∫∫ −−− ====
LL

xxLxLx AdxAdx
dx
duAuAu 0000 εηηηη  

    ( ) 000 =Δ−++ ==== AuAu LxLxxx ηη  

を得る｡整理して、 

  000 =Δ−+ =∫∫ AAdx
dx
duAdx Lx

LL ηηεη  

である｡今、任意関数として， 

    0=
dx
dη  

となるように選んだとき， 

    AAdx Lx
L

=Δ=∫ ηεη0  

なる関係式が得られる。 
 関係式(d)を適用すると、 

   AAdx
E Lx

L
=Δ=∫ ηησ

0  

となり、 

 ALA
E LxLx == Δ= ηησ  
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 AAL
E

Δ=
σ  

ここで，
L

EAk = 、 Af σ= とおけば、 

 Δ= kf   (g) 

が得られる。 
 
 
7.補仮想仕事の原理・仮想力の原理・単位荷重

の定理 

 

 弱形式による解法では、任意関数ηを考えて

問題を解いた。この任意関数は任意の関数であ

って、物理的な意味を持たせる必要はまったく

ないわけだが、この任意関数をδσ と書き改め

て、仮想応力とあたかも物理的な量であるかの

ように呼ぶことにする。また， δσδ Af = と置

き仮想力と呼ぶことにしよう。任意関数η は

0=dxdη となるものを選んだので，δσ もまた

0=dxdδσ を満足しなければならない。 

 すると、式(e)は次のように書き改められる。 

fuAdx Lx
L δεδσ ==∫0   (j) 

単なる呼び名を代えただけなので、当然のこと

ながら、この関係式から、関係式(a),(d)を考慮

することによって、同様な手順により式(g)を
導くことができる。 
 任意関数η を仮想応力 δσ と仮想力 fδ にす

り替えた式(j)ではあるが、「式(j)の左辺の被積

分項 

A
fδεεδσ =  

は、仮想な力によってなされる内部の単位体積

当たりの仕事量を表している。一方、 
  fu Lx δ=  

は、仮想な外力がなす仕事を表している。」と

解釈し、物理的な意味づけを勝手に行った「仮

想な外力による仕事は、内部になされる仕事に

等しくなる。」という補仮想仕事の原理（仮想

力の原理）となる。 
 でも結局は、任意関数ηでもよい訳で、「仮

想力の原理より、・・・」として問題を解くこ

とは、境界値問題を弱形定式化して問題を解い

ていることと同じである。 
 仮想外力が任意関数であることから，実際の

荷重の大きさでなくてもよいので､大きさが１

の単位外力としても差し支えない。これは，仮

想外力が１となったために､それに対応する仮

想な外力によって生じる仮想な応力はそれに

比例して変化するので､得られる解は変わらな

いためである｡計算を簡単に済ませたいときに

は、仮想外力を１と置けばよい。これを単位荷

重の原理と呼ぶ。あくまで､計算を簡単に済ま

せるための工夫であることは言うまでもない。 
 
 
8.最小コンプリメンタリエネルギーの原理 

 
 さて､だんだん話が見えてきたことを期待す

る。4 で導入した同じような関数を考える。 

fuAdxL
f −=Φ ∫0 2

1σε   (k1) 

ただし、変位 u は定数として、関数 uΦ は外力 f

のみの関数とする。この関数の停留値を与える

f を正解値とする場合、すなわち、 

0=
∂
Φ∂
f

u   (k2) 

を満足す解 f において、正解値より ff δ+ だけ

微小に変化したときの関数値の変化量 fΦδ は

0=Φ fδ を満足する。すなわち、 

fuAdxL
f δσεδδ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Φ ∫0 2

1  

fuAdxAdx LL δσδεδσε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

fuAdx
E

Adx LL δδσσδσε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

（∵式(d)より） 
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( ) fuAdxE
E

Adx LL δδσεδσε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

fuAdxAdx LL δδσεδσε −+= ∫∫ 00 2
1

2
1  

（∵式(d)より） 

00 =−= ∫ fuAdxL δδσε  

これは、仮想力の原理の式(j)に一致する。すな

わち、関数 fΦ を最小化させる解 f を求める問

題は、応力・ひずみ関係が式(d)で表される2と

き、仮想力の原理を満足することとなる。この

ように、関数 fΦ を最小化させる問題が、たま

たま仮想力の原理に一致する、ひいては、弱形

式に一致することから、最初に設定した境界値

問題の答えが、たまたま、得られることとなる。 
 関数 fΦ がエネルギーのような式となって

いることからこの関数 fΦ はコンプリメンタ

リエネルギーと呼ばれ、これを最小化して解を

見出すことを最小コンプリメンタリエネルギ

ーの原理といわれる。コンプリメンタリとは

“相補的な”という意味である。 
でも結局は、弱形式の解法に合うように、関

数を設定して問題を解いているに過ぎないの

で､“コンプリメンタリ”という言葉に深く囚

われすぎなくてもよい。 
 
 
8.カステリアーノの第２定理 

 
 前節で解説した最小コンプリメンタリエネ

ルギーの定理で用いた関数 fΦ において、 

∫=
L

AdxU
0 2

1σε  

とおくと、U は系全体のひずみエネルギーと

呼ばれることになる。このU を用いると、 
                                                  
2 最小コンプリメンタリエネルギーの原理において、

材料の応力・ひずみ関係が式(d)で表されることを前提

としている。この例題では弾性体としているが、応力・

ひずみ関係が式(d)と表され、あらゆる変位に対して係

数（この場合 E）が不変であることが保障されれば。

必ずしも弾性体でなくてもよい。 

fuUf −=Φ  

となり、最小コンプリメンタリエネルギーの定

理は、この関数 fΦ を最小化する問題、すなわ

ち、次の関係式を満足する解を求める問題とな

る。 

0=−
∂
∂

=
∂

Φ∂
u

f
U

f
f  

上式を整理すると、 

f
Uu
∂
∂

=  

なる関係が得られる。つまり、系全体でのひず

みエネルギーを外力で微分することによって、

直ちに変位が求められることが分かる。最小コ

ンプリメンタリエネルギーの定理から得られ

る関係なので、当たり前と言えば当たり前であ

るが、実はこの関係にも名前がつけられている。

カステリアーノの第２定理である。 
 わざわざ名前を付けなくても最小コンプリ

メンタリエネルギーの定理でいいかと思われ

るが、カステリアーノの第１定理同様区別され

る理由がある。理由は同じで、物体力（重力な

ど）を考慮していない点である。最小コンプリ

メンタリエネルギーの定理は、この物体力を考

慮した関数を新たに設定することで対応でき

る解法であるが、カステリアーノの第２定理は

表面力を直接求めようとするものであるので、

物体力が存在すると使えない。 
 また、カステリアーノの第２定理は最小コン

プリメンタリエネルギーの定理を前提として

いるので、応力・ひずみ関係が式(d)のように

表現できるものでなくてはいけない。というこ

とは、この解法もコンプリメンタリエネルギー

の原理の範疇であることから、結局、弱形式に

よる解法に合うように問題を設定しているだ

けである。 
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図-2 前半部のまとめ 

 

 

図-3 後半部のまとめ 

 

 
9.まとめ 

 
 単純な問題を設定して、構造力学の不静定問

題を解くときによく使われる“なんとかの原

理”、“ちょめちょめの定理”3について考えた。

これらの解法は、結局は、微分方程式を境界条

件で解く境界値問題を弱形定式化する解法に

包括されるようである（図-2，3 参照）。より

一般性を持たせるためには、単純化された問題

ではなく、普遍的な境界値問題を設定して議論

すべきであることはいうまでもない。しかし、

                                                  
3 「定理」とは､公理や定義で証明できる命題. ある理

論体系において、その公理や定義をもとにして証明さ

れた命題で、それ以降の推論の前提となるもの。「原理」

とは､根本を成す法則．事物・事象が依拠する根本法則。

基本法則。ちなみに､「公理」とは数学で証明なしに真

実と認められた根本の仮定． 
 

このテキストの狙いは、それぞれの解法の相互

関係が分かることである。そうすることで頭の

中がすっきりしてくるだろう。それを期待する。

また、テキストの中では構造力学で使われる解

法が、物理量をでっち上げて、あたかも世紀の

発見のように見せた代物であるかのごとく書

いたことを最後にお詫びする。これらの名称は、

すばらしい命名であり、構造力学を学んでいる

学生にとっては、力学現象と関連づけて解法を

覚えるためには必要不可欠である。「1192
いいくに

つく

ろう､鎌倉幕府」のように。 
  
※ このテキストに関するご批判・ご指摘

をいただけると幸いです。ご遠慮なく
著者までご連絡ください。 


