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1.11.1 スカラースカラー・・ベクトルベクトル・・テンソルテンソル・・総和規約総和規約

スカラースカラー

ベクトルベクトル

総和規約総和規約

テンソルテンソル
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スカラースカラー(Scalar)(Scalar)

スカラースカラー

長さ、高さ、体積、質量、長さ、高さ、体積、質量、温度、密度、濃度、圧力、速さ、温度、密度、濃度、圧力、速さ、
降水量、積雪量等降水量、積雪量等

これらの値は、分布図をこれらの値は、分布図を空間上に空間上に描くことが描くことが可能可能
例えば、温度分布例えば、温度分布((T(T(xx,,yy,,zz,,tt))))、地形の等高線、空気中のダイオキ、地形の等高線、空気中のダイオキ

シンの濃度分布、天気図の圧力分布など。シンの濃度分布、天気図の圧力分布など。

以上のことから、以上のことから、 ScalarScalarは、は、magnitude onlymagnitude onlyということ。ということ。
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ベクトルベクトル(Vector)(Vector)

ベクトルベクトル

速度、加速度、座標、変位、速度、加速度、座標、変位、
モーメント、力、電流、熱流束、モーメント、力、電流、熱流束、
電場、磁場電場、磁場

つまり、つまり、 VectorVectorは、は、 ScalarScalarとと
違い、違い、 magnitudemagnitude以外に以外に
direction(direction(方向方向))を持を持つつ。。

uu

xx11

xx22

xx33
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ベクトルベクトル(Vector)(Vector)
ベクトルの成分表示ベクトルの成分表示

座標系を定義してはじ座標系を定義してはじ
めて成分表示できる。めて成分表示できる。

ベクトルの大きさと方向ベクトルの大きさと方向
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ベクトルベクトル(Vector)(Vector)
ベクトルの成分表示ベクトルの成分表示

Base vectorBase vectorを用いた表示を用いた表示
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算
ベクトルの加法ベクトルの加法

ベクトルの減法ベクトルの減法
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算

内積内積(dot product)(dot product)
解析学的定義式解析学的定義式

幾何学的な意味幾何学的な意味
vvががunit vectorunit vectorの場合、の場合、uuととvvの内積は、の内積は、uuをベクトルをベクトルvv方向へ投影方向へ投影

した大きさを表す。した大きさを表す。

微小面積微小面積dSdS（外向き法線（外向き法線

ベクトルベクトルnnを）を横切って、流を）を横切って、流

れ出る流量れ出る流量

uu

vv
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θcosvuvu =•
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算

内積内積(dot product)(dot product)
成分を用いた演算成分を用いた演算

演算の順番は入れ替えても結果は同じ演算の順番は入れ替えても結果は同じ
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※成分の値は座標系で異なってくるが、内積の演算結果は座標系に依らない。

uvvu •=•
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基本ベクトル基本ベクトル(base vector)(base vector)間の内積間の内積

ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算
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3ê

1ˆˆˆ 321 === eee

(base vector)

321 ˆ,ˆ,ˆ eee

1332211 =•=•=• eeeeee ˆˆˆˆˆˆ

0
0
0

3113

2332

1221

=•=•

=•=•

=•=•

eeee
eeee
eeee

ˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

ijji ˆˆ δ=•ee

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji
ji

ij 0
1

δ

Kroneker’s delta 

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算
外積外積(cross product)(cross product)

向き：ベクトル向き：ベクトルuuととvvをを
含む平面に直交する含む平面に直交する

大きさ：ベクトル大きさ：ベクトルuuととvvをを
辺に持つ平行四辺形辺に持つ平行四辺形
の面積に等しいの面積に等しい

wvu =×

u v

w

θ

θsinvuw =
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算
外積外積(cross product)(cross product)
ベクトルの向きに注意ベクトルの向きに注意
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算

外積外積(cross product)(cross product)
成分を用いた演算成分を用いた演算
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ベクトルベクトル(vector)(vector)の演算の演算

外積外積(cross product)(cross product)
permutation symbolpermutation symbolを用いた表示を用いた表示

∑∑∑
= = =

=
3

1

3

1

3

1i j k
kjiijk ˆvue ew

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===
===−
===

=
ikorkjorji

,,,,,,k,j,i
,,,,,,k,j,i

eijk

0
2313121231
2131323211

permutation symbol（交代記号）

wvu =×

u v

w

θ

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

アインシュタインの総和規約アインシュタインの総和規約

ベクトル演算で出てくる総和の記号ベクトル演算で出てくる総和の記号ΣΣ
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総和の記号がある。総和の個数は
座標の次元数まで。

総和をとる指数iなどは２回以上出てきている。

すべて積の形
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アインシュタインの総和規約アインシュタインの総和規約

ベクトル演算で出てくる総和の記号ベクトル演算で出てくる総和の記号ΣΣの省略の省略
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総和規約の例総和規約の例

klijklij D εσ =

ijjivud δ=
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総和をとる指標；ダミー指標
総和をとらない指標：自由指標
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テンソルテンソル

マトリックスを用いた表示マトリックスを用いた表示

指標記法による表示指標記法による表示
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テンソルテンソル

0th order tensor0th order tensor
スカラースカラー

1st order tensor1st order tensor
ベクトルベクトル

2nd order tensor2nd order tensor
２階のテンソル２階のテンソル

4th order tensor4th order tensor
４階のテンソル４階のテンソル

ijσ
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x
v

∂
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ijδ

m

iu if

ijklE

指標表記法だと、指標の数で、
テンソルの階数がわかる。
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テンソルの演算テンソルの演算

加算加算 減算減算
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テンソルの演算テンソルの演算

テンソルの内積テンソルの内積
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テンソルの演算テンソルの演算
テンソルの転置テンソルの転置

テンソルの大きさ（ノルム）テンソルの大きさ（ノルム）
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テンソルの演算テンソルの演算
対角和対角和

単位テンソル単位テンソル ゼロテンソルゼロテンソル
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特殊なテンソル（つづき）特殊なテンソル（つづき）

対称テンソル対称テンソル

逆テンソル逆テンソル

直交テンソル直交テンソル

反対称テンソル反対称テンソル

tAA =

jiij AA =

tAA −=

jiij AA −=

=iS A I

非対称テンソル非対称テンソル

t≠A A

jiij AA ≠

なる関係を有するテンソルSをAの逆テンソルと呼ぶ

1t −=A A なる関係を有するテンソルAのこと

1− =iA A I
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テンソルの不変量テンソルの不変量
テンソルの成分の値は座標のとり方によって変わる。座標系テンソルの成分の値は座標のとり方によって変わる。座標系
に依存しないテンソルを計量するための諸量に依存しないテンソルを計量するための諸量

( ) kkAtrI == A1

( ) 22 jiijjjii AAAAI −=
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⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡
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knjmillmnijk AAAeedetI == A3

１次の不変量

２次の不変量

３次の不変量３つの不変量は、座標系が変化３つの不変量は、座標系が変化
しても、値が変らないしても、値が変らない
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テンソルの主値テンソルの主値
テンソルの成分の値は座標のとり方によって変わる。座標系テンソルの成分の値は座標のとり方によって変わる。座標系
に依存しないテンソルを計量するためのもう１つの諸量に依存しないテンソルを計量するためのもう１つの諸量
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特性方程式：

特性方程式の解：３つの主値

３つの主値もまた、３つの主値もまた、

座標系が変化しても、座標系が変化しても、
値が変らない値が変らない

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

00
00
00

λ
λ

λ
A

ある特別な座標系をある特別な座標系を
定義したとき定義したとき

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

1.11.1 スカラースカラー・・ベクトルベクトル・・テンソルテンソル・・総和規約総和規約

＜まとめ＞＜まとめ＞
スカラースカラー、ベクトル、テンソルについて、いくつかの例、ベクトル、テンソルについて、いくつかの例
ベクトル、テンソルベクトル、テンソル
成分は座標軸が決まって与えられる成分は座標軸が決まって与えられる
座標軸に依存しない値もある座標軸に依存しない値もある

ベクトルはその大きさ、テンソルは不変量と主値ベクトルはその大きさ、テンソルは不変量と主値

ベクトルベクトル
内積と外積内積と外積
Base vectorBase vector

テンソルテンソル
２階のテンソル演算は行列のそれと同じ２階のテンソル演算は行列のそれと同じ
転置、対称、非対称、反対称、逆、単位、ゼロ（特別なテンソル）転置、対称、非対称、反対称、逆、単位、ゼロ（特別なテンソル）

総和規約総和規約
自由指標とダミー指標自由指標とダミー指標
総和規約に慣れる総和規約に慣れる
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AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

1.2 1.2 偏偏微分、面積積分、体積積分微分、面積積分、体積積分
1.3 1.3 ガウスの発散定理ガウスの発散定理

スカラー関数の偏微分スカラー関数の偏微分

ベクトル関数の偏微分ベクトル関数の偏微分

テンソルの偏微分テンソルの偏微分

面積積分、体積積分面積積分、体積積分

GaussGaussの発散定理の発散定理

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

スカラー関数の偏微分スカラー関数の偏微分

スカラー関数の偏微分（定義）スカラー関数の偏微分（定義）

( ) ( )321 x,x,xfff == x

( ) ( )
1

3213211
01 1 dx

x,x,xfx,x,dxxflim
x
f

dx

−+
=

∂
∂

→

( ) ( )
2

3213221
02 2 dx

x,x,xfx,dxx,xflim
x
f

dx

−+
=

∂
∂

→

( ) ( )
3

3213321
03 3 dx

x,x,xfdxx,x,xflim
x
f

dx

−+
=

∂
∂

→

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

スカラー関数の偏微分スカラー関数の偏微分

ハミルトンの演算子（微分演算子）ハミルトンの演算子（微分演算子）

1 1

2 2

3 3

f
x x

f f f
x x

f
x x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⋅ = ∇⎨ ⎬ ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=∇

3

2

1

x

x

x

ここに、ここに、

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

00

全微分全微分

スカラー関数の変化量スカラー関数の変化量

xx11

xx22

xx33

dxdx22
dxdx11

dxdx33( )321 x,x,xf

( ) ( ) i
i

dx
x
fx,x,xfdxx,dxx,dxxf

∂
∂

+=+++ 321332211

3
3

2
2

1
1

dx
x
fdx

x
fdx

x
fdx

x
f

i
i ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

xx11方向の増加量方向の増加量

xx22方向の増加量方向の増加量

xx33方向の増加量方向の増加量

3
3

2
2

1
1

dx
x
fdx

x
fdx

x
fdx

x
fdf i
i ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
全微分全微分
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スカラー関数の偏微分係数から成るベクトルスカラー関数の偏微分係数から成るベクトル
とは？とは？

幾何学的な意味幾何学的な意味

n

dS

f=0

t

x
f

x
f

x
f

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
321

n

スカラー関数 f を用いて表される曲面
f =0の法線ベクトルとなる。

f <0を内側、 f >0を外側とした場合、
ベクトルnは外向き法線ベクトルである。

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

スカラー関数の偏微分スカラー関数の偏微分

幾何学的な意味（例題）幾何学的な意味（例題）

( )12,=n

x1

x2

0

f= xf= x11+2x+2x22－－ 2=02=0

2
1
=

∂
∂
x
f 1

2
=

∂
∂
x
f

x1

x2

0

012
2

2
1 =−+= xxf

( )21 22 x,x=n

1
1

2x
x
f
=

∂
∂

2
2

2x
x
f
=

∂
∂

0>f

0<f0>f
0<f

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

ベクトル関数の偏微分ベクトル関数の偏微分
ベクトル関数ベクトル関数

ベクトル成分の値が位置の関数として与えられる。ベクトル成分の値が位置の関数として与えられる。

( )
( )
( )⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3213

3212

3211

3

2

1

x,x,xa
x,x,xa
x,x,xa

a
a
a

a

( )321 x,x,xaa ii =i i 番目番目の成分で表すと、の成分で表すと、

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

ベクトル関数の偏微分ベクトル関数の偏微分

i i 番目の成分番目の成分で考えてみると、で考えてみると、

３次元だと、３次元だと、

( )321 x,x,xaa ii =
321 x

a,
x
a,

x
a iii

∂
∂

∂
∂

∂
∂

{ }
x
aa
∂
∂

=•∇=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

321

3

2

1

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

aaa

x

x

x

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

j

i

x
a
∂
∂

２階のテンソル２階のテンソル
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ベクトル関数の偏微分ベクトル関数の偏微分

物理的な意味物理的な意味
ベクトル関数ベクトル関数aaの各方向成分の変化率の総和の各方向成分の変化率の総和

( )adiv
x
a

x
a

x
a

x
a

i

i =
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

3

3

2

2

1

1
発散量発散量

微小な単位立方体

aを流量ベクトルとすると、
単位立方体の湧き出し量となる。

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

テンソルの偏微分テンソルの偏微分
２階のテンソルの偏微分２階のテンソルの偏微分

３階以上のテンソルの偏微分３階以上のテンソルの偏微分

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

σσσ
σσσ
σσσ

σ ijσ
k

ij

x∂
∂σ

３階のテンソル３階のテンソル

k,ijσ∂ と書くこともある。と書くこともある。

２階のテンソル２階のテンソル

偏微分偏微分

ijkl

q

E

x

∂

∂

2
ij ij

l k k l
x x x x

σ σ∂ ∂⎛ ⎞∂
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

積分積分
体積積分体積積分 面積分面積分

( )∫S dSx,x,xf 321( )∫V dVx,x,xf 321

( )∫∫∫= 321321 dxdxdxx,x,xf

xx11
xx22

xx33

V
dVdV

S
dSdS

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

GaussGaussの発散定理の発散定理

ベクトル関数の体積積分と面積積分の変換式ベクトル関数の体積積分と面積積分の変換式

∫∫ =
∂
∂

S iiV i

i dSnadV
x
a

xx11
xx22

xx33

V
dVdV

S
dSdS

n
内部における増加量 表面を横切って出て行く量
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AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

1.2 1.2 偏偏微分、面積積分、体積積分微分、面積積分、体積積分
1.3 1.3 ガウスの発散定理ガウスの発散定理

＜まとめ＞＜まとめ＞
スカラー関数の偏微分スカラー関数の偏微分
定義、微分演算子定義、微分演算子
全微分全微分
スカラー関数の偏微分係数からなるベクトルスカラー関数の偏微分係数からなるベクトル

幾何学的な意味：法線ベクトル幾何学的な意味：法線ベクトル

ベクトル関数の偏微分ベクトル関数の偏微分
２階のテンソル２階のテンソル
ベクトル関数ベクトル関数aaの各方向成分の変化率の総和の各方向成分の変化率の総和

物理的な意味：発散量物理的な意味：発散量

テンソルの偏微分テンソルの偏微分
テンソルの階数が１つ上がるテンソルの階数が１つ上がる

面積積分、体積積分面積積分、体積積分
定義定義

GaussGaussの発散定理の発散定理
体積積分を面積積分に変換する公式体積積分を面積積分に変換する公式

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

1.41.4 微分方程式の境界値問題と弱形式微分方程式の境界値問題と弱形式

微分方程式と境界値問題微分方程式と境界値問題

強形式と弱形式強形式と弱形式

単軸棒の圧縮問題単軸棒の圧縮問題

仮想仕事の原理仮想仕事の原理

構造力学で学んだ諸解法の整理構造力学で学んだ諸解法の整理

仮想仕事の原理仮想仕事の原理

最小仕事の原理最小仕事の原理

境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

微分方程式微分方程式

単軸棒の圧縮問題単軸棒の圧縮問題

0=
dx
dσ

ff

xx
dxdx

LL

力の釣合い式力の釣合い式

00 ==xu境界条件境界条件 LxAf == σ

ε=
dx
du

εσ E=諸関係式諸関係式

変位～ひずみ関係式変位～ひずみ関係式 応力～ひずみ関係式応力～ひずみ関係式

変位は？

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

弱形式弱形式
単軸棒の圧縮問題単軸棒の圧縮問題

0=
dx
dσ

ff

xx
dxdx

LL

（力の釣合い式）（力の釣合い式）

0=∫V dV
dx
d ησ

ηηxx=0=0=0 =0 となるとなる任意関数任意関数ηη を考え、を考え、微分方程式微分方程式の両辺に乗じて、体積積分を施す。の両辺に乗じて、体積積分を施す。

変位は？

今、この棒を断面積A、
長さLの均質な材料を考
えている

0
0

=∫
L

Adx
dx
d ησ

∫==

L
Lx Adx

dx
df

0

ηση

部分積分の公式
境界条件の１つを考慮
する。

[ ] ( ) ( )[ ]

∫∫

∫∫∫∫∫
−=−=

−−=−=−=

===

====

L
Lx

L
LxLx

L
xLxLxLx

LLLLL

Adx
dx
dfAdx

dx
dA

Adx
dx
dAAdx

dx
dAAdx

dx
dAdx

dx
dAdx

dx
d

00

0000000

ησηησησ

ησησησησσηησσηησ

00

微分方程式微分方程式

LxAf == σ
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境界値問題境界値問題
強形式強形式 弱形式弱形式

0=
dx
dσ

00 ==xu

LxAf == σ

ε=
dx
du εσ E=

微分方程式微分方程式

境界条件境界条件

諸関係式諸関係式

∫==

L

Lx Adx
dx
df

0

ηση

ε=
dx
du εσ E=

積分方程式積分方程式

境界条件境界条件

諸関係式諸関係式

00 ==xu

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

弱形式弱形式
弱形式による方程式を使って、具体的弱形式による方程式を使って、具体的
な解を得ていこう。任意の位置におけな解を得ていこう。任意の位置におけ
る変位は、均質な材料であることから、る変位は、均質な材料であることから、
次のように表されるとする。次のように表されるとする。

弱形定式化において導入した任意関弱形定式化において導入した任意関

数も同様に、数も同様に、次の次の任意関数としよう。任意関数としよう。

このとき、このとき、

Lxu
L
xu ==

LxL
x

== ηη

Lxu
Ldx

du
==

1
LxLdx

d
== ηη 1

∫∫ =
LL

Adx
dx
dEAdx

dx
d

00

ηεησ

∫=
L

Adx
dx
d

dx
duE

0

η

∫ ===
L

LxLx Adx
L

u
L

E
0

11 η

[ ]LLxLx xA
L

u
L

E 0
11

=== η

x L x L

E u A
L

η
= =

=

∫==

L
Lx Adx

dx
df

0

ηση

x L x L x L

Ef u A
L

η η
= = =

=

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

弱形式弱形式

ここで、ここで、 、、 とおくと、とおくと、 を得る。を得る。

つまり、つまり、 点における外力と変位の関係式が得られた。良く知点における外力と変位の関係式が得られた。良く知

られるバネの力がバネ定数と変位量の積で表せる似た式でられるバネの力がバネ定数と変位量の積で表せる似た式で
ある。ある。

Au
L
Ef LxLxLx === = ηη

Lxu
L

EAf ==

L
EAk = Lxu ==∆

dxdx

LL

変位は？

∆= kf

整理して、

ff

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

境界値問題境界値問題
弱形式弱形式

∫==

L

Lx Adx
dx
df

0

ηση積分方程式積分方程式

dxdx

LL

変位は？

00

ηηxx=0=0=0 =0 となるとなる任意関数任意関数ηη を考えを考えた。た。

任意関数任意関数ηη をを仮想変位仮想変位と呼ぶと。と呼ぶと。

ff

Lx=η 外力の作用位置におけ外力の作用位置におけ
るる仮想変位仮想変位

dx
dη 仮想変位による物体内仮想変位による物体内

部の部のひずみひずみ

外力がなす仮想な仕事外力がなす仮想な仕事

内部でなされる仮想な仕事内部でなされる仮想な仕事

仮想仕事の原理仮想仕事の原理
境界値問題が力と変位の問題であるため、
“仮想仕事”と呼んだ方が、覚えやすいから。

このような名前にしたのでは？
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構造力学で学んだ諸解法の整理（その１）構造力学で学んだ諸解法の整理（その１）

物体力が無視できる場合

仮想変位を１とする

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

構造力学で学んだ諸解法の整理（その構造力学で学んだ諸解法の整理（その22））

物体力が無視できる場合

仮想外力を１とする

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法

弱形式による解法で用いた仮定弱形式による解法で用いた仮定

任意の位置における変位任意の位置における変位

導入した任意関数導入した任意関数

変位関数を仮定変位関数を仮定

変位関数と同じ任意関数を仮定変位関数と同じ任意関数を仮定

Lxu
L
xu ==

LxL
x

== ηη
u

xL

x L
u

=

方程式が導かれ、解を得た！

dxdx

LL

変位は？

00

AAdvanced dvanced GGeotechnical eotechnical NNumerical umerical AAnalysisnalysis

境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法

材料が複数ある場合材料が複数ある場合

44番目の要素を例に番目の要素を例に

LL
00

4
x 5

x

4
L

4
u

5
u

ff

5
f4

f

4
E

0=
dx
dσ

44x x
u u

=
=

ε=
dx
du

εσ E=

微分方程式微分方程式

境界条件境界条件

諸関係式諸関係式

55x x
u u

=
=

5 5x x
f Aσ

=
=

4 4x x
f Aσ

=
=

44x x
u u

=
=

ε=
dx
du

4
Eσ ε=

積分方程式積分方程式

境界条件境界条件

諸関係式諸関係式

55x x
u u

=
=

5

5 5 4 4
4

x

x

df f Adx
dx
ηη η σ− = ∫

弱形式化弱形式化
となるとなる任意関数任意関数ηη を考え、を考え、微分方程式微分方程式の両辺に乗じて、の両辺に乗じて、
体積積分を施す。体積積分を施す。

55x x
η η

=
=

44x x
η η

=
=

[ ]

( ) ( )

5 5 5

4 4 4

55
4 4

5

5 5 4 4 4

5

5 5 4 4 4

5

5 45 4 4

x x x

x x x

xx
x x

x

x x x x x x x x x

x

x x x x x x x x x

x

x x x x x

d d dAdx Adx Adx
dx dx dx

dA Adx
dx

dA Adx
dx

dA A Adx
dx

df f Adx
dx

σ ση ηη σ

ηση σ

ησ η σ η σ

ησ η σ η σ

ηη η σ

= = = =

= = = =

= =

= −

= −

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −

= − −

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

∫

メモ
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境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法

材料が複数ある場合材料が複数ある場合

44番目の要素における任意の位置の変位番目の要素における任意の位置の変位

44番目の要素における導入する任意関数番目の要素における導入する任意関数

( ) ( )4
4 5 4

4

x x
u u u u

L

−
= + −

( ) ( )4
4 5 4

4

x x

L
η η η η

−
= + − ( ) ( )

( ) ( ) [ ]

( )( )

5 5 5

4 4
4 4 4

5

4 5 4 5 4
4 4 4

5
4 5 4 5 4 4

4 4

4
5 4 5 4

4

1 1

1 1

x x x

x x x

x

x

x
x

d d du dAdx E Adx E Adx
dx dx dx dx

E u u Adx
L L

E u u A x
L L

E A
u u

L

η η ησ ε

η η

η η

η η

= =

= − −

= − −

= − −

∫ ∫ ∫

∫

( )( )4
5 5 4 4 5 4 5 4

4

E A
f f u u

L
η η η η− = − −

( ) ( )4 4
5 5 4 5 4 5 4 4

4 4

0
E A E A

f u u f u u
L L

η η
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − + − + − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

( )
( )
4 5 4 4

4 5 4 5

k u u f

k u u f

− − = −

− =

4
u

5
u

5
f4

f

i
i

i

E A
k

L
=
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境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法

材料が複数ある場合材料が複数ある場合

要素方程式要素方程式

LL
00

4
x 5

x

4
L

4
u

5
u

ff

5
f4

f

4
E

( )
( )
1 2 1 1

1 2 1 2

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
2 3 2 2

2 3 2 3

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
4 5 4 4

4 5 4 5

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
5 6 5 5

5 6 5 6

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
3 4 3 3

3 4 3 4

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
6 7 6 6

6 7 6 7

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )
( )
7 8 7 7

7 8 7 8

k u u f

k u u f

− − = −

− =

( )3 3 3 4 4 4 5
0k u k k u k u− + + − =

( )4 4 4 5 5 5 6
0k u k k u k u− + + − =

①

①

②

②

②

①

1 1 1
1

1 1 2 2 2

2 2 3 3 3

3 3 4 4 4

54 4 5 5

65 5 6 6

76 6 7 7

87 7

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

k k u
f

k k k k u

k k k k u

k k k k u

uk k k k

uk k k k

uk k k k

uk k

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
− + −⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪− + −⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪− + − ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬⎢ ⎥− + − ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥− + − ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪− + −⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪−⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦

8

0
0
0
f

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

連立方程式へ

右辺がゼロになるのは、
作用反作用の法則と同じこと
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境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法
要約すると要約すると。。。。。。

微分方程式の境界値問題を弱形式（積分方程式）へ微分方程式の境界値問題を弱形式（積分方程式）へ

未知数となる（この場合は変位であった）の近似未知数となる（この場合は変位であった）の近似

任意関数も同じ関数で近似任意関数も同じ関数で近似

積分を解き、要素方程式を作る積分を解き、要素方程式を作る

連立方程式に帰着連立方程式に帰着

境界条件を考慮して解く境界条件を考慮して解く

有限要素法
（ガラーキン法による）
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1.41.4 微分方程式の境界値問題と弱形式微分方程式の境界値問題と弱形式

＜まとめ＞＜まとめ＞

微分方程式と境界値問題微分方程式と境界値問題

強形式と弱形式強形式と弱形式
微分方程式の境界値問題を積分方程式へ変換する弱形式微分方程式の境界値問題を積分方程式へ変換する弱形式

単軸棒の圧縮問題単軸棒の圧縮問題
単軸棒の圧縮問題を例題として、弱形式による解法を紹介単軸棒の圧縮問題を例題として、弱形式による解法を紹介
この中で、仮想仕事の原理が弱形式による問題の解法を等価であることを示した。この中で、仮想仕事の原理が弱形式による問題の解法を等価であることを示した。
参考）構造力学の諸原理との関係参考）構造力学の諸原理との関係

境界値問題の弱形式と有限要素法境界値問題の弱形式と有限要素法
いくつかの材料から成る単軸棒の圧縮問題いくつかの材料から成る単軸棒の圧縮問題

弱形式による解法弱形式による解法
連立方程式への帰着連立方程式への帰着
有限要素法の導入有限要素法の導入
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1.51.5 GaussGaussの数値積分の数値積分

GaussGaussの数値積分の数値積分
連続関数の積分値を近似的に求める方法連続関数の積分値を近似的に求める方法

積分範囲は積分範囲は--11からから11までであり、これを用いるためには座標変換までであり、これを用いるためには座標変換
を伴って用いる場合が多い。を伴って用いる場合が多い。

値は代数的に求めることができる。値は代数的に求めることができる。

積分点の数により、真の解に近づく。積分点の数により、真の解に近づく。

有限要素法では、弱形式で定式化された境界値問題の積分項を、有限要素法では、弱形式で定式化された境界値問題の積分項を、
数値的に解くために利用される。数値的に解くために利用される。
２次元の場合、三角形１次要素、３次元の場合、四面体一次要素で２次元の場合、三角形１次要素、３次元の場合、四面体一次要素で
は、積分項が要素内で一定となるため利用しなくても済むが、地盤は、積分項が要素内で一定となるため利用しなくても済むが、地盤
の解析では、これらの要素は不適切な答えが得られることがあるのの解析では、これらの要素は不適切な答えが得られることがあるの
で、用いのが懸命→で、用いのが懸命→GaussGaussの数値積分が必要の数値積分が必要
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GaussGaussの数値積分の数値積分

一次元の場合一次元の場合

二次元の場合二次元の場合

三次元の場合三次元の場合

( ) ( )
11

1 1

m

i i
i

f d w fξ ξ ξ
−

=

=∑∫

( ) ( )
1 21 1

1 1
1 1

, ,
m m

i j i j
i j

f d d w w fξ η ξ η ξ η
− −

= =

=∑∑∫ ∫

( ) ( )
31 21 1 1

1 1 1
1 1 1

, , , ,
mm m

i j k i j k
i j k

f d d d w w w fξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ
− − −

= = =

=∑∑∑∫ ∫ ∫
m1,m2,m3はそれぞれξ、η、ζ軸方向の積分点の数（通常は同じ数）
wは重み係数
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GaussGaussの数値積分の数値積分

積分点の数、座標値、重み係数積分点の数、座標値、重み係数

6/96/9
5/95/9

0033点点

1122点点

220011点点

重み係数重み係数座標値座標値数数

1 3±

3 5±

1

1

-1

-1

η

ξ

1 1,
3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1,
3 3

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1,
3 3

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1,
3 3

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

例）２次元における積分点とその座標値
２点×２次元＝４回
たし合わせることとなる。
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GaussGaussの数値積分の数値積分

計算の実行には、座標変換を伴う計算の実行には、座標変換を伴う

1

1

-1

-1

η

ξ

通常、座標変換を伴って計算することとなる

y

x

η ξ
座標変換
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1.51.5 GaussGaussの数値積分の数値積分

＜まとめ＞＜まとめ＞

GaussGaussの数値積分の数値積分

概要概要

１次元、２次元、３次元の１次元、２次元、３次元のGGaussaussの積分公式示の積分公式示

積分点の数、座標値、重み係数積分点の数、座標値、重み係数

実行には、通常、座標変換を伴う実行には、通常、座標変換を伴う
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1.1.6 6 連立方程式連立方程式とそとその解法の解法

有限要素法と有限要素法と連立方程式連立方程式

有限要素法を用いた解法では、最終的に連立方程式有限要素法を用いた解法では、最終的に連立方程式
に帰着する。に帰着する。

帰着する連立方程式は、線形、あるいは、非線形に分帰着する連立方程式は、線形、あるいは、非線形に分
類される。類される。

=K u fi
K ：係数マトリクス u ：未知ベクトル f ：既知ベクトル

uとfは、変形解析であれば、変位ベクトルと外力ベクトル
浸透解析であれば、水頭ベクトルと流量ベクトルとなる

K が に依存しない場合を線形u
K が に依存する場合（ ）を非線形u ( )K u

Newton法などにより線形方程式とする。
※この場合は収束計算が必要
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連立方程式連立方程式の解法の解法

直接法直接法

GaussGauss法法
CroutCrout法法
CholeskiCholeski法法
SkySkylineline法法

などなど

反復法反復法

線形反復法線形反復法

傾斜法傾斜法

その他の方法その他の方法

固有値分解法固有値分解法

モンテカルロ法モンテカルロ法

○小規模計算（本講義で実施するような計算）
は、Gaussの消去法で十分

○大規模計算では、計算時間の短縮化を努力
が懸命。どの解法を使うかは、問題により異なる。
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1.1.6 6 連立方程式連立方程式とそとその解法の解法

＜まとめ＞＜まとめ＞
有限要素法と有限要素法と連立方程式連立方程式

有限要素法を用いた解法では、最終的に連立方程式有限要素法を用いた解法では、最終的に連立方程式
に帰着する。に帰着する。

帰着する連立方程式は、線形、あるいは、非線形に分帰着する連立方程式は、線形、あるいは、非線形に分
類される。類される。

連立方程式連立方程式の解法の解法

小規模計算（本講義で実施するような計算）は、小規模計算（本講義で実施するような計算）は、
GaussGaussの消去法で十分の消去法で十分

大規模計算では、計算時間の短縮化大規模計算では、計算時間の短縮化も必要となる。も必要となる。
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1.1.地盤挙動を解析するための基礎地盤挙動を解析するための基礎

＜参考図書＞＜参考図書＞
1.1 1.1 スカラー、ベクトル、テンソル、総和規約スカラー、ベクトル、テンソル、総和規約

日本塑性加工学会編：非線形有限要素法、日本塑性加工学会編：非線形有限要素法、44ベクトルとテンソル、コロナ社、ベクトルとテンソル、コロナ社、pp.pp.129129--144144,1994.,1994.
1.2 1.2 偏偏微分、面積積分、体積積分微分、面積積分、体積積分

小出昭一郎：物理学小出昭一郎：物理学One PointOne Point--15 15 物理と微積分、共立出版、物理と微積分、共立出版、p.108,1981.p.108,1981.
1.3 1.3 ガウスの発散定理ガウスの発散定理

白石成人・大西有三・谷口健男：新体系土木工学白石成人・大西有三・谷口健男：新体系土木工学 55連続体の力学、連続体の力学、2.42.4ガウスの発散定理、技法堂出版、ガウスの発散定理、技法堂出版、pp.18pp.18--
21,1988.21,1988.

1.41.4微分方程式の境界値問題と弱形式微分方程式の境界値問題と弱形式

1.5 Gauss1.5 Gaussの数値積分の数値積分
日本塑性加工学会編：非線形有限要素法、日本塑性加工学会編：非線形有限要素法、2.62.6 非圧縮性の拘束と数値積分、コロナ社、非圧縮性の拘束と数値積分、コロナ社、 pp.56pp.56--60,1994.60,1994.
冨田佳宏：弾塑性力学の基礎と応用、冨田佳宏：弾塑性力学の基礎と応用、5.25.2.1 .1 形状関数、森北出版、形状関数、森北出版、pp.80pp.80--86,1995.86,1995.

1.1.6 6 連立方程式連立方程式とそとその解法の解法
鷲津久一郎・宮本博・山田嘉昭・山本善之・川井忠彦：有限要素ハンドブック鷲津久一郎・宮本博・山田嘉昭・山本善之・川井忠彦：有限要素ハンドブック １基礎編、２数値計算とコンピュータ、１基礎編、２数値計算とコンピュータ、
2.2.連立１次方程式連立１次方程式 ,,倍風館倍風館,, pp.58pp.58--93,1981.93,1981.
渡部力・名取亮・小国力：渡部力・名取亮・小国力：Fortran77Fortran77による数値計算ソフトウェア、による数値計算ソフトウェア、1818連立１次方程式および逆行列（小国力・長谷川連立１次方程式および逆行列（小国力・長谷川
秀彦）、秀彦）、pp.265pp.265--298298、丸善、丸善,1989.,1989.
金谷健一：空間データの数理金谷健一：空間データの数理 44関数の極値と最適化、朝倉書店、関数の極値と最適化、朝倉書店、pp.53pp.53--71,1995.71,1995.


